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رهقطب ها و صفرها سیستم هاي چند متغی

علی خاکی صدیق
1399مهر -گروه کنترل
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مقدمه•

سیستم هاي اسکالر و قطري

( ) 0
( )( )( ) , ( )

( )( ) 0
( )

b s
a sb sg s G s

c sa s
d s

 
 
 = =
 
 
 

چند جمله اي صفر

چند جمله اي قطب

هاسیستمدرصفروقطبتعریفاهمیت
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متغیرهچندهايسیستمدرهاقطب•

رهنمایش فضاي حالت سیستم چند متغی

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t
y t Cx t Du t

•

= +
= +

0 0 0 0

0

( ) 0, (0) ( )
( ) 0

st st stu t x x x t x e sx e Ax e
sI A x

= = ⇒ = ⇒ =
⇒ − =

0(0) 0 0sIx Ax ≠ ⇒ − ==

م سیستقطب هاياست و ریشه هاي آن مشخصه سیستماین همان معادله 
.   هستند
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غیرهنمایش ماتریس سیستم روزنبراك سیستم چند مت

( ) ( )
( ) ( )

P( )
P s Q s

s
R s W s

 
=  − 

System Pol (s : )e 0P s =

1( ) ( ) ( )L LG s D s N s−=

نمایش کسر ماتریسی سیستم چند متغیره

System Pole (: ) 0s LD s =
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وزنبراك در نمایش ماتریس سیستم راکیداً معادل بدون سیستمی•

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

0
0l m

M s P s Q s P s Q sN s Y s
X s I R s W s R s W sI

      
=      − −      

یک مرتبه دارند•
ماتریس تابع تبدیل یکسان دارند•

عملیات مجاز تحت اکیداً معادل بدون سیستمی•
تبدیل به صورت فضاي حالت•
3-3و 2-3مثال •



6

ندان ساده تعیین قطب هاي سیستم چند متغیره از نمایش تابع تبدیل چ•
:دو روش پیشنهادي. نیست

روش قاعده چندجمله اي قطب
روش نمایش اسمیث مک میلان

:روش قاعده چندجمله اي قطب
کترینکوچسیستم،تبدیلتابعماتریسقطبايچندجمله

بدیلتتابعماتریسصفرغیرکهادهايکلیهمشتركمخرج
.استهامرتبهتماماز
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یک مثال•
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یک مثال•
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یک مثال•
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یک مثال•
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The(میلانمکاسمیثصورت• Smith-McMillan Form(

:معادلماتریس هاي چندجمله اي 

1 1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )l rP s Q sL s L s R s R s=  

:ماتریس هاي چندجمله ايصفرهاي

سه تعریف مقدماتی

:ماتریس هاي چندجمله ايرتبه
The  of ( ) is  if  rankNormal Rank ( )  for almost all .P s r P s r s=
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1

Theorem   Let ( ) be any  polynomial matrix with rank ( ) ,  then it is 
eqiuvalent to the following  matrix

( ) 0 0

                                 ( )  
( )

0 0 0
Where, 
            

r

P s l m P s r
l m

s

S s
s

ε

ε

× =
×

 
 
 =
 
 
 



1

1

                      ( ) ( )      1, , 1
( )                                  ( )  1, ,
( )

                                  ( ) greatest common divisors of all the  minors of 

i i

i
i

i

i

s s i r
D ss i r

D s
D s i i P

ε ε

ε

+

−

= −

= =

= ×





( )
( ) is the  of ( ), ( ) are the  and (Smith form invariant factors

determi
) are the

  of nantal divisors  ( ). The zeros of ( ) ( ) 0
i i

i
i

s
S s P s s D s

P s S s s
ε

ε≡ =∏



13

:دآوردستبهزیرمقدماتیعملیاتانجامازتوانمیرااسمیثصورت•

لیکن.استیکتاايچندجملهماتریسهراسمیثصورت:نکته•
.نیستندیکتاآنبهرسیدنبرايمقدماتیهايماتریس
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یک مثال•

2 2

2 2

1 1
( ) 4 2 8

4 2 8
P s s s s s

s s

− 
 = + − − − 
 − − 

:مقسوم علیه هاي دترمینانی
{ }2 2 2 2

0 1

2 2

2 2 2 2 2 2 2

( ) 1, ( ) gcd 1, 1, 4,2 8,2 8, 4 ,   

1 1 1 1 4 2 8
( ) gcd , ,

4 2 8 4 2 8 4 2 8

         ( 2)( 2)

D s D s s s s s s s

s s s s
D s

s s s s s s s s

s s

= = − + − − − − −

 − − + − − − =  − − + − − − − −  
= + − :فاکتورهاي تغییرناپذیر

1 2( ) 1, ( ) ( 2)( 2)s s s sε ε= = + −

:و سر انجام
1 0

( ) 0 ( 2)( 2)
0 0

S s s s
 
 = + − 
  



15

:یک مثال دیگر•
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1

1

Theorem   Let ( ) be any  transfer function matrix with rank ( )
then it is eqiuvalent to the following  matrix

( ) 0 0
( )

                                 ( )
( )
( )

0 0 0

r

r

G s l m G s r
l m

s
s

M s
s
s

ε
ψ

ε
ψ

× =
×

 
 
 
 

=  
 
 

 



1

1

 

Where, 
                                  ( ) ( )         1, , 1

                                   ( ) ( )      1, , 1
                                  ( ), ( )   are relatively pr

i i

i i

i i

s s i r

s s i r
s s

ε ε

ψ ψ

ε ψ

+

+



= −

= −





Smith-McMil
ime 

( ) lan foris the m  of ( ).
i

M s G s
∀
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1

1

' ' 1

' ' 1

Let ( ) ( ) ( ) ( )  where, ( ), ( ) are the elementary matrices
( ) 0 0
( )

Rewrite,  ( )  as ( ) ( ) ( ) ,  
( )
( )

0 0 0
Then, 
              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )

r

r

G s L s M s R s L s R s
s
s

M s M s N s D s
s
s

G s L s N s D s R s L s

ε
ψ

ε
ψ

−

−

=

 
 
 
 

= = 
 
 
 
 

= =



' 1 ' 1( )][ ( ) ( )]
Which Right is a  of ( ). MFD

N s R s D s
G s

− −
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یک مثال•
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یک مثال•
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یک مثال•
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روش نمایش اسمیث مک میلان

1( ) ( )      ( ) Polynomial Matrix,
( )

                                    ( )  lcd all the TFN elements.

G s N s N s
d s

d s

=

( ) ( ) ( ) ( )L s N s R s S s=
1

1

( ) 0 0
( )

1( ) ( )
( )( )
( )

0 0 0

r

r

s
s

M s S s
sd s
s

ε
ψ

ε
ψ

 
 
 
 

= =  
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داریم
( ) ( ) ( )Y s G s U s=

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0 0
( )

            ( ) ( ) ( )
( )
( )

0 0 0

r

r

Y s L s M s R s U s
s
s

L s R s U s
s
s

ε
ψ

ε
ψ

⇒ =

 
 
 
 

=  
 
 
 
 





23

( ) ,   for ( )  and finite  ( ) 0iY s U s s sψ→∞ < ∞ ⇔ →

لذا قطب هاي سیستم مجموعه کلیه صفرهاي چند جمله اي هاي
: زیر است

{ }( ) : 1, ,i s i rψ = 

این مجموعه موقعیت و تعداد دقیق کلیه قطب هاي :نکته
.  سیستم چندمتغیره را می دهد
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یک مثال•

{ }

{ }

{ }

2

1 0
( 1)( 2)( ) poles 1, 1, 2

10
1

1 0
( 1)( 2)( ) poles 1,1, 2, 2

10
1

1 0
( 1)( 2)

1( ) 0 poles 1, 2, 2
2

0 0

s sM s

s

s sM s

s

s s
sM s
s

 
 + + = ⇒ = − − −
 
 + 
 
 − + = ⇒ = − −
 
 − 
 
 + + 

+ = ⇒ = − − − + 
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نوع سیستم هاي چند متغیره خطی•

هايسیستمدرنوعایدهازتعمیمی:اسکالرنوعSISO

هايسیستمدرنوعکاربردوتعریفSISO

بهرهماتریسایدهdcناویژه

0
lim ( ) ( ) 0,

where ( ) is the characteristic equation of ( )
s

s G s

s G s
→

∆ ≠

∆
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15-3مثال
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نوعچندمتغیرهسیستمتعریفl
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16-3مثال
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نوعچندمتغیرهسیستمتعریفکاربردlهاسیگنالردیابیدر
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فولادتولیدواحدتبدیلتابعماتریسمثال

0

6 60
1 11 0.4 1 0.05( ) ( )

3 160
1 0.4 1 0.05

: 0,0, 2.
type one

5, 20
and lim ( ) ( ) 780 0  Multivariable system is 

s

s sG s G s
s s

s s
poles

s G s
→

− 
 + + ′= = 

− 
 + + 
− −

′ ′∆ = ≠ ⇒
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:بستهحلقههايپاسخ
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کنیددقتمثالبه:بردارينوع

1 0
1( )

1 1
3 ( 2)

sG s

s s s

 
 + =
 
 + + 

بردارينوعومخلوطنوع
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نوعمتغیرهچندسیستم:بردارينوعتعریف[ ]1 2 ml l l

,𝑙𝑙1]  سیستم چندمتغیره خطی با فیدبک منفی واحد را نوع 3-3تعریف  𝑙𝑙2,⋯ , 𝑙𝑙𝑚𝑚 ] 
𝑖𝑖 گویند، اگر هر  = 1,⋯ ,𝑚𝑚  ،𝑙𝑙𝑖𝑖 بزرگترین عدد صحیحی است که ماتریس تابع تبدیل ،

  را میتوان به صورت زیر نوشتG(𝑠𝑠)حلقه باز 

𝐺𝐺(𝑠𝑠) = 𝐻𝐻(𝑠𝑠)𝐺𝐺′(𝑠𝑠) 

 که در آن

𝐻𝐻(𝑠𝑠) = 𝑑𝑑𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑 �
1

𝑠𝑠
𝑙𝑙1  

,
1

𝑠𝑠
𝑙𝑙2  

,⋯ ,
1
𝑠𝑠𝑙𝑙𝑚𝑚  �

 

 را ماتریس تابع تبدیل نوع G(𝑠𝑠) صفري در مبداء ندارد. در اینجا، G′(𝑠𝑠)که در آن 
[𝑙𝑙1, 𝑙𝑙2,⋯ , 𝑙𝑙𝑚𝑚   مینامند.[
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مثال

1 0
1( )

1 1
3 ( 2)
11 0 0

1
1 10

3 2

 
 +=  
 
 + + 
    + =        + + 

sG s

s s s

s
s

s s s
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:بستهحلقههايپاسخ
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:خطیهايسیستمدرصفرهانقش

متغیرهچندهايسیستمدرصفرها•

گذارندتاثیرگذراحالتبر.
ندکنمیتعیینرابودنناسرهیاسرهسره،اکیدا.
نندکمیتعیینرابودنفازمینیممغیریامینیمم.
کنندمیتعیینراسیستممعکوسپایداري.
بالابسیارهايبهرهازابهریشهمکانمحل.
عکوسمنایکویستپایداريتحلیلدرکلیدينقش.
نیستتاثیرگذارآنهابرفیدبک.
دارندراانتقالکردنبلوکهخاصیت.
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:چندمتغیرههايسیستمصفرهايازگوناگونتعاریف

عنصرصفرهاي
دکوپلهصفرهاي
انتقالصفرهاي
تغییرناپذیرصفرهاي
سیستمصفرهاي

.اشدبداشتهراشدهارایههايویژگیتمامکهاستصفريصفر،ترینمهم
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عنصرصفرهاي

( )
( ) ( )             1, ,   1, ,

( )
ij

ij
ij

b s
G s g s i l j m

a s
 

 = = = =     
 

 are given by E ( ) 0     1, ,   1,lement Zeros ,ijb s i l j m= = = 

1 2
1 3( )   No Element Zero

1 1
1 1

s sG s

s s

 
 + += ⇒ 
 
 + + 

مثال
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.کز استدر کنترل غیر متمرتنهاکاربرد این نوع صفر : نکته
نیمم سیستم ممکن است که می نیمم فاز یا غیر می: نکته

.رددفاز باشد، ولی این رفتار در صفر عنصر آن مشاهده نگ

2
1 2
1 3( )    Element Zeros at 1

1 1
1 ( 3)( 1)

s
s sG s s

s
s s s

− 
 + + = ⇒ = ±

+ 
 + + + 



رتبه ماتریس تابع تبدیل•

40

رتبه عادي یا طبیعی 

افزونگی در سیستمهاي صنعتی 
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انتقالصفرهاي(Transmission Zeros):ترینمهمصفرهااین
هايهمشخصتمامکههستند،چندمتغیرههايسیستمصفرهاي

صفرهايمراجعازبسیاريدرواقع،در.دارندبردرراشدهذکر
.دانندمیانتقالصفرهايهمانراچندمتغیرههايسیستم

به.استانتقالکردنبلوکهانتقالصفرهايکلیديمشخصه
ازمشخصیمقادیردرصفرغیروروديبرداربرايدیگرعبارت

:شودمیصفرخروجیبردارفرکانس

( ) 0 ( ) 0u t y t≠ ⇒ ≡
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0 0Let ( ) , and correspondin
           

gly ( )
   

:
  

st stu t u e x t x e= =

1 1

1

1

1

( ) ( ) ( )

( ) [ ]

( )( ) [ ]

( ( )) () [ ]

z
z

z
z

z
z

z z zt
zx t x e

uX s sI A x sI A B
s z

usI A x B
s z

zI A xsI A x
s z

x xsI A sI A
s z s z

− −

−

−

−

= − + −
−

= − +
−
−

=

=

− +
−

= − − = ⇒
− −
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0 0

0 0 0

0 0

Let ( ) , and correspondingly ( ) , then

                   

                           0

st st

st st st

st st

u t u e x t x e

sx e Ax e Bu e

Cx e Du e

= =

= +

= +

0

0

Then,

                   0n xsI A B
uC D

− −   
=  

   

Then,

                   0nsI A B
C D
− −

=

zero polynomiaThis is the  of the l plant.
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1

Determinantal Expansion of,

                   0

gives,

                   ( ) ( ) ( ) ( )

n

n n

sI A B
C D

z s sI A D C sI A B p s G s−

− −
=

= − + − =

and,
( )             ( )
( )

Note the Blocking Property.

z sG s
p s

=
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:یک مشاهده مهم

( ) ( ) ( )Y s G s U s=

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0 0
( )

            ( ) ( ) ( )
( )
( )

0 0 0

r

r

Y s L s M s R s U s
s
s

L s R s U s
s
s

ε
ψ

ε
ψ

⇒ =

 
 
 
 

=  
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( ) 0,   for ( ) 0 and finite  ( ) 0iY s U s s sε= ≠ ⇔ =

ه اي لذا صفرهاي انتقال سیستم مجموعه کلیه صفرهاي چند جمل
:  هاي زیر است

{ }( ) : 1, ,i s i rε = 

تقال این مجموعه موقعیت و تعداد دقیق کلیه صفرهاي  ان:نکته
.  سیستم چندمتغیره را می دهد
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یک مثال•
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یک مثال•
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صفرهاي انتقال در نمایش فضاي حالت•

( )
sI A B

P s
C D
− 

=  − 

1

Rank Deficiency 

0
(

in ( )
 is equivalent to 

) 0

Rank Deficiency in )

( )

(

I sI A B sI A B
C

G s
P

sI A I C D G s

s

−

− −     
=     − −     

⇒
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جهت ها ي صفر انتقال در سیستم هاي چندمتغیره•

iz( )iG z بیعـی                در       صفر انتقال سیستم رتبـه             کمتـر از رتبـه ط: تعریف
است و چند جمله اي صفر عبارت است از

صفرجهتوخروجیصفرجهتانتقال،صفریکبامتناظربردارهایی
.دارندوجود،ورودي

( )G s

1

( ) ( )
n

i
i

z s s z
=

= −∏



تاسمساله مقدار ویژه تعمیم یافته و این52

0
( )

x
P s

u y
   

=   
   

( )
sI A B

P s
C D
− − 

=  
 

0
,

0 0g

A B I
M I

C D
   

= =   
   

:توجه کنید که

که

براي مقادیر

( )

0, 0,

0

z z

z
g

z

u x s z
x

zI M
u

≠ ≠ =

 
− = 

  یک روش محاسبه که
صفرهاي سیستم
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:سیستم باشدصفر انتقال  s=zتوجه کنید که اگر •


جهت صفر خروجی  جهت صفر ورودي

زیرا اطلاعاتی در رابطه خروجی اي . معمولا از       مهمتر استعملدر
:دقت کنید که. که ممکن است کنترل آن  دشوارتر باشد می دهد

( ) 0.z zG z u y=

zyzu

( ) 0.
( ) 0. ( ) 0.
( ) 0.

z z z

H H H
z z

H H H H
z z z z

H
z z

z
H

u G z y
u G z yu y u y G z y u

y G z u

=

= ⇒ =

⇒ =
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:سیستم باشدصفر انتقال  s=zاگر •

( ) ( ) 0zt
zu t u e y t∃ = ⇒ ≡
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24-3مثال •

25-3مثال •
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:فازنیممغیرمیهايسیستمدرخروجیصفرجهتکاربردیک•
انتقالیخروجکانالیکبهراناپایدارصفرنامطلوباثراتتوانمیفیدبکبا

.اشدبنداشتهصفرعنصرخروجیکانالآندرصفربردارکهآنشرطبهداد
:کهکنیدتوجه

1مثال 11( )
1 2 2(0.2 1)( 1)

G s
ss s

 
=  ++ +  

RHP Zero 0.5
21

15zy  
=  − 

( ) 1( ) 0, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0

−= = +

⇒ =

H
z

H
z

y G z T s G s K s I G s K s

y T z
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12 21 11 22

Design objective: Set-Point Tracking in  
Ideal Tracking: (0)

: Decoupling Design
( ) ( ) 0 ( ) 0, ( ) 0 (The unstable zero must be present

      

Design

      

 

                          

I

y Tr
T I

t s t s t z t z

=
=

= = ⇒ = =
                            in both diagonal elements)

0
A choice is: ( )

0

s z
s zT s

s z
s z

− + 
 +=  

− + 
 + 

1

1
1

: 
1 0

( )  Ideal control for the first O/P, unstable TZ

Design II

EFFECT has no  on it

(0.5)2(1)- 0 4
0.5 0.5

T s s s z
s z s z
β

β β

 
 = − + 

+ + 

⇒ = ⇒ =
+
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2

2
2

: 

( )  Ideal control for the 2nd O/P, unstable TZ has n

Design III

EFo  on iFECT t
0 1

(0.5)2 1 0 1
0.5 0.5

ss z
T s s z s z

β

β β

− + 
 = + + 
 

⇒ − = ⇒ =
+

هتج.استبیشتراولخروجیبرصفراثرکهداریماز:پاسختحلیل
ازبیشتردومحالتدرتداخللذا.استبیشترخروجیاولینجهتدرصفرخروجی

دومخروجیبهناپایدارصفراثرانتقالبرايبایدبیشتريهزینه.استسومحالت
کیتنهاکهحالیدرداریم،بستهحلقهدرناپایدارصفر2اولحالتدر.کردپرداخت

فازممنیمیغیرسیستمسازيدکوپلههزینهاین.داریمبازحلقهدرناپایدارصفر
.است

21
15zy  

=  − 
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مثال

:    براي              و داریمRHPصفر یک

یخروجرويآلایدهکنترلبرايواستدشوارتردومخروجیکنترللذا
خروجیرويآلایدهکنترلبراي.دادخواهدتداخلیشدیدترمقداردوم

:داشتخواهیم

2

1
1( ) 1, 1 gives a RHP1 1

1
 zero

  −  = ⇒ = − = ⇒ <    + 
z

a a
G s z y a

aa
s

0.1a =

2
12 2 20
0.1

j β= ⇒ = − =
−

0.1
1zy
− 

=  
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:انتقالصفرهايتعداد•

دندارنانتقالصفرعمومامربعیغیرهايسیستم.
نهایتبیدرانتقالصفرهاي.
بقطبانهایتبیدرومحدودانتقالصفرهايتعداد

.استبرابرها
یدااکیاسرههايسیستمدرانتقالصفرهايتعداد

.سره
رپارامتاولینرتبهومحدودانتقالصفرهايتعداد

.مارکوف
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:مهمنکتهچند

انتقالصفرهايجایابی•

غیره موقعیت صفرهاي انتقال در عملکرد سیستم هاي چند مت
.نقش موثري دارد

مکان صفرهاي انتقال به محل حسگرها و محرك ها بستگی
(Control Structure Design). دارد
اه صفرهاي انتقال ناپایدار محدودیت عملکردي شدید به همر

.دارند
صفرهاي انتقال با فیدبک تغییرناپذیرند  .
جایابی صفرهاي انتقال بدون تغییرات سخت افزاري .
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.ناپذیرندتغییراستاتیکخروجیوحالتفیدبکباانتقالصفرهاي1قضیه

.ناپذیرندتغییراستاتیکسازيجبرانپسیاپیشباانتقالصفرهاي2قضیه

یدبکفودینامیکیسازيجبرانپسیاوپیشباانتقالصفرهاي3قضیه
.تغییرناپذیرنددینامیکی

.کندیماضافهسیستمبهانتقالصفرهايدینامیکیسازيجبران:نکته
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انتقالصفرهايجایابیروشدو•

باطبقجایابیمسالهیکبهانتقالصفرهايجایابیمسالهتبدیل:اولروش
خروجیدینامیکیاستاتیکفیدبک

انتقالصفرهايجایابیدرخاصکانونیکالنمایشیککاربرد:دومروش



65

انتقالصفرهايجایابیاولروش•

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,
rank , rank

n n n m l n

x t Ax t Bu t
y t Cx t Du t
A R B R C R

B m C l

•

× × ×

= +
= +

∈ ∈ ∈
= =

min( , 1)n m l+ −

,
C-L Matrix:   

m lu Ky K R
A BKC

×= ∈
−

2m n>

سیستم کنترل پذیر و رویت پذیر زیر را در نظر بگیرید، قضیه

با فیدبک خروجی ثابت به صورت زیر می توان تعداد 
:از قطب هاي حلقه بسته را در مکان هاي مطلوب جایابی کرد

د و اگر سیستم مربعی باش
.  جایابی تمام قطب هاي حلقه بسته با ماتریس فیدبک رتبه کامل امکان پذیر است
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1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

z t A BD C z t BD y t
u t D Cz t D y t

•
− −

− −

= − +

= − +

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t
y t Cx t K u t

•

−

= +

= +

A BKC−

: معکوس سیستم مربعی: یادآوري

:معکوس ماتریس فیدبک خروجی ثابت را در مسیر پیش خور سیستم قرار دهید

:     سماتریس حالت سیستم معکو

.  جایابی قطب هاي سیستم معکوس و صفرهاي انتقال سیستم اصلی: نتیجه
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,
C-L Matrix:   

m mu Ky K R
A BKC

×= ∈
−

2m n>

مربعی با قضیه شرط کافی براي جایابی تمام صفرهاي انتقال سیستم
:                 جبران سازي پیش خور بهره ثابت

:از جایابی تمام قطب هاي حلقه بسته در مکان هاي مطلوب

:  تمام صفرهاي انتقال سیستم زیر در همان مکان ها قرار خواهند گرفت
1( , , , )A B C K −
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یک مثال •

{ }
1

31 3( ) , 2 1
1 1 1

1 1
A State Space Realization:

1 8 8 0 0
1 5 4 1 0
0 0 1 1 1

0 1 2
0 0 1

2  and we have,
1 8 8 0 0
1 5 4 1 0
0 0 1 1

s sG s TZ TZ

s s

x x u

y x

m n

A BKC

α
α α

α

•

 
  − + += ⇒ = = ⇒ =   −  
 + + 

− −   
   = − − + −   
   −   
 

=  
 
>

− − 
 − = − − − − 
 − 

1 2

3 4

0 1 2
0 0 1

1

k k
k k
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{ }

1 1 2

1 3

1 3 2 4

1 3 4

1

2

1

Let the desired TZ be 2  with the other two arbitary but stable close to 2:

1 8 8
1 5 4 2
0 ( )

, 1, 0,
1 8 8
1 5 , 1 TZ= 2
0 0 2

1 2( )

2

A BKC k k k
k kk k

k k k
k

k

A BKC k k

k

− −

− − 
 − = − + − + + 
 − + 

= − = = ⇒

− − 
 − = − + = ⇒ − 
 −

−



− − + − −

{ }

1

1

, 1.5 1.33

1 1
,  and the modefied plant is ( , , , ).

1 0
The corresponding modified TFN matrix is

( ) ( )m

j

K A B C K

G s G s K

−

−

− ±

 
=  − 

= +
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2

1 1
1 3( )
2 2
1 1

with the Smith-McMillan Form:
1 0

( 1)( 3)
( )

( 2)( 3 4)0
1

which is compatible with the previous result.

m

s
s sG s
s s
s s

s s
M s

s s s
s

− − 
 + +=  

+ + 
 + + 

 
 + + =
 + + +
 + 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ), r

z t Fz t Gy t
u t Hz t Ey t z R

•

= +

= + ∈

2m n<
:                اگر

ان پذیر امکبا فیدبک دینامیکیجایابی تمام قطب هاي حلقه بسته تنها 
:    است

:فیدبک دینامیکیماتریس سیستم حلقه بسته بعد از
0 0 0

0 0 0 0cl

A BEC BH A B E H C
A

GC F I G F I

E H
A B C

G F

−         
= = −         − −         

 
= −  
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( ) ( )
E H

u t y t
G F
 

=  
 

 

:                 یک مشاهده کلیدي

زیر براي تیکفیدبک استامعادل با فیدبک دینامیکیسیستم حلقه بسته 
:   سیستم افزوده شده است

:انتخاب مرتبه فیدبک دینامیکی

2 2 2m r n r r n m+ > + ⇒ > −
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1

( ) ( ) ( )    ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

z t Fz t Gy t x t Ax t Bu t
u t Hz t Ey t y t Cx t D GtD s su

•

−

•

= + = +

= + ↔ = + ↔

:                اگر

:آنگاه سیستم جبران شده عبارت است از

1

1 1

1 1 (

0

) ( )

0
x A x B

u
F GE H z GEz

x
y C E H E u G s D s

z

•

− −•

− − −

         = +       −      
  = − + ↔    

+
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می توان نشان داد که صفرهاي انتقال سیستم جبران شده مقادیر ویژه
:ماتریس زیر هستند

A BEC BH
GC F
− 

 − 

2m n<
2r n m> −

ا قضیه  جایابی تمام           صفرهاي انتقال سیستم مربعی                ب
.                 جبران سازي پیش خور دینامیکی مرتبه                  امکان پذیر است

n r+



75

یک مثال•
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روش دوم جایابی صفرهاي انتقال •

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,
rank rank

n n n m m n

x t Ax t Bu t
y t Cx t Du t
A R B R C R

B C m

•

× × ×

= +
= +

∈ ∈ ∈
= =

[ ]

1 11 12 1

21 22 2 2
1

1
1 2

2

( ) ( ) 0
( )

( )( )

( )
( )

( )

x t A A x t
u t

A A x t Bx t

x t
y t C C

x t

•

•

         = +             
 

=  
 

سیستم کنترل پذیر و رویت پذیر زیر را در نظر بگیرید، 

: که می توان به صورت زیر تبدیل شود
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1
11 12 2 1 0,   are the TZs.n msI A A C C−

−⇒ − + =

1

Define,

( ) ( ) ( )w t y t M x t
•

= +

Measurement Matrix

[ ] [ ]1 1
1 11 2 12 1 2

2 2

Then,
( ) ( )

( )
( ) ( )

x t x t
w t C MA C MA F F

x t x t
   

= + + =   
   

1
11 12 2 1 NE0,   are the  TZW s.n msI A A F F−

−⇒ − + =
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معادل بهره فیدبک حالت

[ ]

11 12

21 22 2

11 12

0
Full Rank

Full Rank

sI A A
A sI A B

sI A A

− − 
→ − − 

→ − − →

1
11 12 2 1 0n msI A A F F−

− − + =

تبدیل مساله جایابی صفر انتقال به یک مساله جایابی قطب: نکته مهم
.                    شده است

:           شرط کنترل پذیري
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1 1
2 1 2 12 1 11

11 12 2 1
1

2 1 11 12

Let,
( ) ( )

( )
( )( )

K F F K C MA C MA
M A A K C K C
M C K C A A K

− −

−

= ⇒ = + +
⇒ − = −

⇒ = − −

1

A final important NOTE:

lim ( ) 0 lim ( ) ( )
t t

x t w t y t
•

→∞ →∞
= ⇒ =
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:الگوریتم جایابی صفر انتقال

نمایش می نیمال فضاي حالت را بنویسید.
ه نمایش می نیمال فضاي حالت را به صورت کانونیکال داده شد

.تبدیل کنید
ماتریس فیدبک حالت را براي جایابی قطب تعیین کنید  .
نیدماتریس اندازه گیري را براي جایابی صفرهاي انتقال محاسبه ک.
فیدبک داخلی را ببندید.
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یک مثال •

{ }

[ ]

1
31 3( ) , 2 1

1 1 1
1 1

1 8 8 0 0
0 1 2

A State Space Realization: 1 5 4 1 0 ,
0 0 1

0 0 1 1 1

3(1, 8 8 ) is a controllable pair. Therefore, 0
8

s sG s TZ TZ

s s

x x u y x

K

α
α α

α

•

 
  − + += ⇒ = = ⇒ =   −  
 + + 

− −   
    = − − + − =          −   

− − = −


[ ]1 2

6 3
16 16

6 6
2 1 0.5 116 16; 1 ( 2) 8 8 2

3 1.5 0.5 1.5 2 3
16 16

T

M

F F s s

  ⇒ =     

   
   − − −   

⇒ = = ⇒ − + − − − = +      − − −      
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